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1. Uvod

Tema ovog rada jeste Simplex Metoda. Pre svega ¢emo se ukratko upoznati
sa temom linearnog programiranja, jer je Simplex metoda jedna od procedura
linearnog programiranja kojom se dolazi do optimalnog resenja. Zatim ¢emo preci
preko nekoliko zadataka primenom Simplex metode i1 za kraj, pricaCemo o
softverima koji u sebi imaju implementiranu Simplex metodu 1 to ¢emo ilustrovati
sa nekoliko primera.

1.1. Uvod u linearno programiranje

Linearno programiranje je matematicka metodologija za modeliranje 1
reSavanje problema nalaZenja maksimuma ili minimuma linearne funkcije, pod
uslovima iskazanim kao linearne jednacine ili nejednacine. Algoritmi koji reSavaju
ove probleme (pre svega Simplex algoritam) zahtevaju da problem ima specijalan,
odredjen oblik, da bi mogao biti reSen. Postoje Cetiri razli¢ita oblika problema
linearnog programiranja:

e opSti

e simetriéni

e standardni

e kanonski (u sustini, ovo je interni oblik Simplex metode)
Linearni program se moze zapisati u kanonskom obliku na slede¢i nacin:

max c'x

pri ograni¢enjima Ax <b, x > 0, pri ¢emu su:

e x-vektor promenljivih koje treba odrediti,

e b i c-koeficijenti (poznati),

e A-matrica (poznata).

1.2. Istorijat i primena linearnog programiranja

Sovjetski matematicar Leonid Kantorovi¢ 1939. godine je formulisao
problem linearnog programiranja. Prvi modeli su kori§¢eni u drvnoj proizvodnji.
Kantorovi¢ je tokom Drugog svetskog rata radio za vojsku na optimizaciji vojnih
operacija. Metod reSavanja problema nije bio poznat za javnost sve do 1947. kada
je DZordZ B. Dancig objavio Simplex algoritam.

Ovakvim matematickim modelima se mogu predstaviti problemi alokacije
resursa, planiranja kretanja vozila, razni problemi proizvodnje u industriji,



problemi u ekonomiji itd. Primenom linearnog programiranja se mogu resavati svi
prakti¢ni problemi koji mogu da se iskazu matemati¢kim modelom linearnog
programiranja.

2. Uvod u Simplex Metodu

U ovom delu opisac¢emo istorijat Simplex metode, kao i definisati neke opste
pojmove i samu Simplex metodu. Dok ¢emo zadatke raditi u slede¢em poglavlju.

2.1. Simplex Metod

Simplex metod, koji je 1947. godine predlozio J.B. Dancig polazi od
ekstremne tacke 1 u svakoj sledecoj iteraciji prelazi na obliznju ekstremnu tacku sa
nizom vredno$¢u funkcije cilja, sve dok ne dodje do optimalnog resenja.

Neka je (P) problem linearnog progrmiranja dat u kanonickom obliku, tj. u
obliku
(1) min F=C1X1 + CXo + ...+ ChXp,

anX; +apXyt ...+ a1 X, = bl,
AX| + anXs + ...+ aX, = by,

anX; + ampXo + . ..+ aypX, = by,
X1,X2, . . .Xp=0,

ili u matri¢noj notaciji
(1) min F=c"x,

A'x=b,

x=0
gde je A= ||agllmn X = [[X1X2...Xq]l, b'= [|b1ba...by|, ¢'= ||ciCa...co|. Da bi problem (P)
imao smisla, pretpostavimo da je rangA=rang ||Ab||. Pored toga uzimamo da je
rangA = m < n. Stavimo sada xy= -F, a dobijeni uslov:

Xo + C1X1+ CXo + . . . + ¢ X, = 0, priklju¢ujemo ostalim uslovima. Tada primenom
Gausovog algoritma na uslove (1) izraZzene jednakostima, dobijamo:
(2)  Xo+ oo+ Qome1Xme1 T+ .t 8onXn = bo,

X1+ oot A e X T T AXa = by,

~

Xm+ am,m+lxm+1 ...t 51man :Abm- R
Odavde, stavljamo X1 = X2 = . . . = X, = 0, dobijamo xo = by, X;=by, ... Xy=

bm, tj. dobili smo jedno reSenje sistema (2). Ovakva reSenja predstavljaju tzv.



bazic¢na resenja. Promenljive Xy, X,, . . . , Xpnazivaju se 1 bazicne promenljive, dok
su ostale Xpi1, Xms2, - - - » Xn (izjednaCene sa nulom) nebazicne promenljive.
Ukoliko se ograni¢imo samo na promenljive x;, X, . . . , X, (bez X;) koje
odgovaraju dopustivom skupu 1 ukoliko su sve one nenegative, tada one daju jedno
dopustivo resenje. Uzimo najlpre da je za pomenuti podsistem (2) dobijeno jedno
bazi¢no dopustivo reSenje. Geometrijska interpretacija navedenog je sledeca:
tacka(x;, X»...., X,) koja odgovara bazicnom dopustivom reSenju predstavlja jedno
teme konveksnog poliedra koji odgovara dopustivom skupu; funkcija cilja u toj
tacki uzima vrednost -x,. Osnovna ideja simpleks algoritma sastoji se sada u
prelasku 1z tog temena poliedra u neko obliznje, u kojem se vrednosti funkcije cilja
smanjuje. Algebarski kriterijum ovog prelaska sadrzani su u slede¢oj analizi:

1. Akojedy>0zasvakoj(je{m+ 1, m+2,.. n}), tada je X, maksimalno (-x,
minimalno) ako je Xy = Xmy2 = . . . = X, = 0, a u tom slucaju je x; = Bl, .
Xm = bm, $to zna®i da je dobijeno bazi¢no dopustivo refenje i resenje
optimizacijonog problema

2. Akojezanekoj(e{m+ 1, m+2,..n})a,;<01ako jezatoisto]a;<0za
svako 1 (1€ {1, 2,...,m}), tada se stiCu uslovi da x; postane neograniceno, a
takodje 1 vrednost funkcije cilja. Naime, ako se sada uzme da je x;= M (
M>0), A Xmt+1 = Xm+2 = - - - = X1 = Xjp1=-= Xp= O, tada je X1 = Bl—éle,...,
Xm = Bm—éij, te dobijamo dopustivo recenje za koje je xo (Xg = Bo—éojM)
proizvoljno veliko kada M tezi +oo, §to znaci da optimalno reSenje u ovom
slucaju nije kona¢no.

3. Akojezanekoj(je{m+ 1, m+2,..n})a;<O0postojii(ief{l,?2,..,m})
tako da je &; > 0, tada se x, moze povecati, ako se uzme da x; nije obavezno
jednako O, tj. da promenljiva x; postaje bazina, a samim tim da se 1 jedna od
bazi¢nih promenljivih prebacuje u nebazi¢ne. Ovo prebacivanje se moze
realizovati stozernom transformacijom u Gausovom algoritmu. U tom cilju
neka je &g (s € {1, 2,....m}) stoZerni element. Tada slobodni ¢lanovi 1z (2)

postaju:
Ba _ aAS]' ’
o ; bi . .
i T ¥4, LFS
sj

Iz uslova da je b’;> 0 za svako i (i€ {1, 2,...,m}) dobijamo najpre da je a5 > 0,

: by . : : : ..
a zatim b; —d—‘* d;j, = 0 za svako i #s. Da bi ovaj uslov uvek vazio,
sj

dovoljno je uzeti s takvo da je :



bAs . bAi , ~
— =min{—|i€e{l,2,..,m} ay > 0
as; as;
Dakle, xone opada tako da se vrednost funkcije cilja skoro po pravilu poboljcava,
dok za b, = 0, vrednost funkcije cilja se ne menja.

Opisani algoritam se sigurno zavr$ava u konacnom broju koraka. Razlog je
Sto je broj bazicnih reSenja sistema kao Sto je na primer sistem (2) konacan,
teorijski najvise (;:l) . Mnogi eksperimentalni rezultati ukazuju da simplex
algoritam uglavnom ne treba viSe od 2(m + n) iteracija.

Sada ¢emo sva gornja razmatranja sumirati u formi simpleks tablica u okviru
kojih ¢emo dati 1 formalan opis algoritma. Tablica, u oznaci Ty, koja se iz nulte
tablice, Ty, dobija primeno k transformacija (preciziranih algoritmom) ima sledeci
izgled:

A 6™ ™ . . . o

kK k k k

blikz a”ikz alz(<k)> o aln((k))
bz. .321 azg . . . azp

k k k

bm(k) aml( ) am2( )- amn( :

b(k) A(k)
Da bi ovakva tablica bila stvarno simpleks tablica u njoj mora da postoji m
razli¢itih takozvanih bazicnih kolona, tj. kolona takvih da je ¢ = 01 ;' = 0 za
svakoi (i€ {1, 2, ..., m}) sem jednog, recimo i = s, za koje je asj(k) = 1; pored toga
zahteva se i da je b >0 za svakoi (i€ {1,2, ..., m}). Za k > 1, to je obezbedjeno
algoritmom, a za k = 0 postupa se na sledeci nacin: najpre se formira tablica T:

0 o
b A
i ukoliko je ona sama po sebi simpleks tablica tada je 0-ta simpleks tablica; u
protivnom, elementarnim transformacijama vrsta ona se ,,na neki pogodan nacin“
prevodi u trazenu formu.




2.2. Simplex algoritam

Simplex algoritam se sada sastoji od sledecih koraka:

Korak 1  (inicijalizacija): Formirati tablicu T i staviti k=0.

Korak 2  (provera optimalnosti reSenja): Ako je cj(k)Z 0 za svako j,
tada "stop" (nadjeno je optimalno resenje: d* je minimum,
bazi¢ne promenljive uzimaju vrednosti odgovarajuc¢ih elemenata
b iz prve kolone, a nebazi¢ne 0)

Korak 3  (provera konacnosti reSenja): Ako je za neko ] cj(k) <01 ako je
aij(k)s 0 za sve elemente j-te kolone tada "stop" (funkcija cilja je
neogranicena, jednaka -oo)

Korak 4  (modifikacija k-te tabele): Izabrati bilo koje j takvo da je cj(k) <0;
zatim naci takvo s da je

b.gk) . b 1( © , (k)
= miny— |ie{l,2,..,m} a;;” > 0

9

Asj sj
Polaze¢i od elemenata asj(k) kao stozernog izvrsiti jednu stoZernu
transformaciju tabele Ty (u novu simpleks tabelu). Najzad zameniti k

sa k+1 1 preci na korak 2.

Postupak opisan Simplex algoritmom u smislu prelaska od pocetne tablice u
zavr$nu tablicu moZe se matri¢no opisati sa sledece dve tablice:

0 ck ¢l

b B N

—cIB'b 0 ch—ctB'b

B'b I B'b

pri ¢emu su blokovi B, N, Cr', CN dobijeni iz tablice:
0 c'

b A

tako Sto je u matrici A i1zdvojeno m bazi¢nih kolona koje u zavrSnoj tablici
odgovaraju bazi¢nim promenljivima, zatim su te kolone stavljene u blok B, a
preostale u blok N; ovim je ujedno indukovana i odgovarajuéa deoba vektora c'.
Primetimo da je minimalna vrednost funkcije cilja sada data sa cg'B'b, a da vektor
xp bazinih promenljivih vaZi xz- B™'b, dok za vektor xy nebazi¢nih promenljivih
imamo xy = 0. Pored toga je c5'-cx' B'N > 0, jer je to uslov optimalnosti resenja.

U prethodnim razmatranjima, problem linearnog programiranja, inace dat u
obliku (1), je nekim pogodnim transformacijama preveden u oblik (2) iz kog je
dobijeno jedno bazi¢no dopustivo reSenje. Samim tim bilo je moguéno formirati



0-tu simpleks tablicu, a zatim i reSiti problem (1). Medutim, u opStem slucaju,
prevodenje problema (1) u oblik (2) ne daje obavezno bazi¢no dopustivo resenje.
Opisacemo sada jedan postupak kojim se obezbeduje prevodenje problema (P) u
trazeni oblik. Jedna pretpostavka koju je sada zgodno uzeti je da su slobodni
Clanovi by,...,.b, iz (1) nenegativni, dok se dodatne pretpostavke u vezi sa
saglasnosti sistema kao 1 ranga matrice mogu izostaviti. Problemu (P)
pridruzi¢emo problem (P) dat sa

(3) min g = Xn+1 + Xpt+2 + .t Xntms

a11X1 + a12Xo + oA A1 Xy + X1 = bl,

An1X) + AXo + .o + ApXy + Xpem = Dms
X15 X2, +ees Xmen = 0.

Promenljive X1, Xn42, --» Xnem 1Z (3) se nazivaju vestacke promenljive. 1zmedu
problema (P) i (P) postoji sledeéa veza: ako je dopustivi skup problema (P)
neprazan, tada problem (P) ima optimalno resenje i to jednako 0; nasuprot tome,
ako je dopustivi skup problema (P) prazan, tada optimalno re$enje problema (P)
mora biti pozitivno. Problem (P) uvek ima bar jedno dopustivo resenje kod koga je
X; =X2=..=X, =0, a Xy = by, Xpe2 = b2, Xpem = b, @ OVO reSenje je istovremeno i
bazi¢no reSenje problema (P). Ove &injenice se mogu iskoristiti za reavanje
problema (P) tzv. metodom dvofazne modifikacije simpleks algoritma.

Faza 1 (pomo¢ni problem)

Korak 1  (inicijalizacija pomoc¢nog problema): Formirati iz problema (P)
datog u obliku (1) kod koga je b; > za svako i, problem (P)

Korak 2  (reSavanje pomoc¢nog problema): Primenom simpleks
algoritma, resiti problem (P). Ako je optimalno resenje
pozitivno (min g > 0), tada stop. U protivnom, ako je optimalno
reSenje jednako 0, prec¢i na fazu 2.

Faza 2 (prelazak na osnovi problem)

Korak 1  (redukcija poslednje tablice iz faze 1): Ukloniti sve one
nebaziéne kolone iz poslednje simpleks tablice problema(P)
koje odgovaraju vestaCkim promenljivim

Korak 2  (inicijalizacija pocetne tablice jednog prelaznog niza problema):
U tablici koja je dobijena iz prethodnog koraka, nultu vrstu
zameniti sa k, gde je k broj preostalih vestackih promenljivih.



Korak 3

Korak 4

Ova tablica nije simpleks tablica jedino zbog toga Sto su neke
bazicne kolone postale nebazi¢ne posle zamene nula vrste.
Medutim, elementarnim transformacijama vrsta one se
jednostavno prevode u bazicne kolone; time opet dobijamo
simpleks tablicu. Primetimo da su sada sve komponente
bazicnog dopustivog reSenja koje odgovaraju veStackim
promenljivim jednake 0.

(eliminacija veStackih promenljivih): Ako nema kolona koje
odgovaraju vestaCkim promenljivim, pre¢i na korak 4. U
protivnom, nac¢i kolonu, recimo p-tu, koja odgovara
promenljivoj X, (p > n). Neka je upravo element na poziciji (1,p)
jednak 1 (ostali elemnti p-te kolone su jednaki 0). Ukoliko su
svi preostali elementi i-te vrste jednai O, izbaciti tu vrstu kao
suvisSnu. Naime, ova vrsta u problemu (P) indukuje nula vrstu
koja je ocCigledno suviSna. U protivnom, neka je neki element
i-te vrste recimo na poziciji j (j < n) razlicit od 0. Uzmimo sada
da je taj element (i,j) stoZerni, 1 1Zvr§Simo stoZernu
transformaciju. Tom prilikom se elementi nulte kolone ne
menjaju, jer je element na nultoj poziciji i-te vrste jednak 0.
Ovim je dobijena nova simpleks tablica, za koju je znacajno da
je sada p-ta kolona nebazi¢na, te se stoga, poSto odgovara
veStackoj promenljivoj, moze izostaviti. Dakle sada je k
smanjeno za 1. Vratiti se na pocetak koraka 3.

(kraj druge faze): Najzad je dobijena nutla simpleks tablica
problema (P), ¢ime je omogucena primena simpleks algoritma.

3. Zadaci Simplex metode

Sada ¢emo objasniti metodu kroz nekoliko zadataka.

3.1. Zadatak 1

Preduzece proizvodi sok 1 dZem od divljih kupina 1 njihova prdaja se odvija pod

slede¢im uslovima.
U procesu proizvodnje se angazuju radnici ¢iji ukupan broj radnih sati ne sme
prec¢i 900. Za proizvodnju soka neophodno je 4 sata angazovanja ovih radnika, a
za proizvodnju dZema 2 sata. U procesu proizvodnje koristi se 1 Secer, tako da po
jednoj ambalazi za sok odnosno dZem (flasi, odnosno tegli) treba po 2, odnosno
4 kilograma Secera. NajviSe se moZe nabaviti 1 tona Secera. Prema ugovoru sa
potencijalnim kupcima, kupci su spremni da kupe najvise 300 ambalaZza ukupno



bez obzira na vrstu. Profit po jedinici ambalaZe soka 1 dzema iznosi 10 i 5 eura
respektivno. Potrebno je odrediti optimalan program izrade soka i dzema ako je
cilj maksimalni ukupni profit.

Napomena: Seéer se nabavlja u pakovanjima od po 1 kilogram.

Resenje:
e Pazljivo ¢itamo tekst zadatka 1 izvlacimo relacije.

U procesu proizvodnje se angazuju radnici Ciji ukupan broj radnih sati ne sme
preci 900. Za proizvodnju soka neophodno je 4 sata angazovanja ovih radnika,
a za proizvodnju dzema 2 sata.

= 4%x;+2*X, <900

...treba po 2 odnosno 4 kilograma secera. Najvise se moze nabaviti 1 tona Secera.
(1 tona=1000 kilograma)
= 2%*x;+4%x, <1000

kupci su spremni da kupe najvise 300 ambalaza ukupno bez obzira na vrstu.
= X;+X, <300

Profit po jedinici ambalaze soka i dZzema iznosi 101 5 evra respektivno -> u ovom
delu se krije naSa funkcija cilja. Oznacimo je sa z.
= z= 10*x; +5%X,

e Slede¢i korak je ispisivanje knonskog oblika ovog modela tako Sto od
nejednacina pravimo jednacine. To radimo uvodenjem po jedne promenljive
(X3, X4, X5) u svakoj releciji tzv. izravnjavajuce/izjednacujuc¢e promenljive.
Podrazumevamo da su x5, X4, X5 nenegativne veli€ine.

4*X1 + 2*X2 + X3 =900
2*X1 + 4*X2 + + X4 =1000
X + X, + + X5 =300

pa funkcija cilja izgleda ovako:
= Zmax= 10¥X; + 5%X, + 0*x3+ 0*x4+ 0*X5




e Sada formiramo Simpleks tabelu. Imamo kolene koeficijenata (kolona C),
bazna kolona (kolona B) i kolona slobodnih ¢lanova (kolona x,). Pravimo i
kolone za sve promenljive (i stvarne i dopunske). Posto imamo 3 jednacine
pravimo 3 reda plus jos$ jedan dopunski. U zaglavlju upisujemo koeficijente
funkcije cilja, u baznu kolonu izravnjavaju¢e promenljive, a njihove
koeficijente u kolonu C i . Ostaje jo$ da popunimo
tabelu koeficijentima iz ovog sistema jednacina. Primetimo da u desnom delu
tabele imamo jedini¢nu matricu, tako uvek mozemo izvrsSiti proveru.

X1 X2 X3 X4 X5
C B Xo 10 5 0 0 0
0 X3 4 2 1 0 0
0 X4 2 4 0 1 0
0 Xs 1 1 0 0 1
Z-C

Ostatak popunjavamo slede¢im algoritmom: pocev od kolone x, svaki ¢lan kolone
mnozimo odgovaraju¢¢éim koeficijentom iz kolone C, a zatim saberemo sve
proizvode po koloni 1 od tog zbira oduzmemo odgovarajuci koeficijent funkcije
cilja.

Posledn;i ¢lan kolone X, dobijamo kao:
0*900 + 0*1000 + 0*300 =0

Poslednji ¢lan kolone X, dobijamo kao:
0*4 +0*2 + 0*1 - 10=-10

Poslednji ¢lan kolone X, dobijamo kao:
0*2+0*4 +0*1 -5=-5

Analogno dobijamo 1 poslednje ¢lanove ostalih kolona, pa tabela sada izgleda
ovako:

X, X, X; Xy X5
C B Xo I 5 0 0 0
0 —poe—— |0 1 0 0
- - 0 1 0
0 i ———goo——m_____ || 0 0 1
z-c 0 -10 -5 0 0 0

11



e Salede¢i korak je trazenje najmanjeg broja u poslednjem redu (to je
pravilo kod odredivanja maksimuma) 1 taj broj nam odreduje koju kolonu
uzimamo kao vodecu.U ovom slucaju trazeni broj je -10, te je vodeca prva
kolona.

e Kada smo odredili vodecu kolonu sad bi trebalo sve elemente vodece kolone
podeliti sa elementima kolone x, (ishod racuna je upisan sa desne strane
tabele), pa da vidimo gde je najmanji pozitivan koli¢nik. Time odredujemo
vode¢i red. U preseku vodece kolone i1 reda nalazi se vodeéi ili pivot
element. U naSem slucaju:

900 /4 @‘\ 225 je

1000 /2 =500 najmanji pa je

300/ 1 =300 prvired je

vodedi.a 4
X1 Xz X3 X4 XS

0 X3 900 =% 4 2 1 0 0 225
0 Xy 1000 m=pp 2 4 0 1 0 500
0 Xs 300 P 1 1 0 0 1 300
z- 0 -10 5 0 0 0

e (Od postojece formiramo drugu simpleks tabelu. Kako je pivot element broj
razli¢it od 1 (u nasem slu€aju 4), sve elemente vodeceg reda podelimo tim
projem (brojem 4). Nakon toga pivot red mnozimo odgovarajuim
koeficijentima i dodajemo ostalim redovima tako da u pivot koloni, ispod
pivot elementa (koji je postao 1) imamo sve 0.

Xi X5 X3 X4 Xs
C B Xo 10 5 0 0 0
0 X3 1900 s 4 1 127 p o 0 - 0 -2
0 X4 1000 2 4 0 1 0
0 X5 300 1 1 0 1 b
z-C 0 -10 -5 0 0

Kako je pivot kolona ona u kojoj je x;, onda ¢e promenljiva x; da prede u bazu
umesto X3 1 sa sobom povlaci i svoj koeficijent 10. Popunjavanje poslednjeg reda
vr§imo na ve¢ poznati naCin. Novonastala tabela izgleda ovako:




X1 X2 X3 X4 X5
C B X, 10 5 0 0 0
10 X, 225 1 12 1/4 0 0
0 X, 550 0 3 -1/2 1 0
0 X 0 12 -1/4 0 1
z-C 225(0) 0 0 X 52 0 0

Posmatramo samo poslednji red i primecujemo da, ne raCunajuci trenutnu vrednost
funkcije cilja (mesto gde je broj 2250), nema vise negativnih vrednosti. Medutim u
koloni x; se nalazi 0, a promenljiva X, nije u baznoj koloni. Ovo ukazuje na to da
osim ovog postoji 1 jos jedno reSenje. Dakle, prvo optimalno resenje je:

Zmax= 2250 x;=225

e Trazimo 1 drugo optimalmno reSenje tako sto x, ulazi u bazu i ponavljamo
postupak. Pivot kolona je x,, pa trazimo pivot red tako sto ¢emo svaki od
koeficijenata iz kolone xq,da delimo sa odgovaraju¢im koeficijentom iz x; 1
trazimo najmanji koli¢nik. Vidimo da je 150 najmanji medu njima pa
ozna¢imo zutom pivot red, a pivot element je V2.

X] X2 X3 X4 X5

C B Xo 10 5 0 0 0
10 X, 225 1 1/2 1/4 0 0 150
0 X4 550 0 3 -1/2 1 0 183,3
5 X5 75 0 1/2 -1/4 0 1 (150)
z-C 2250 0 0 572 0 [N
Kako je pivot element /2 pomnoZi¢emo ceo red sa 2 kako vode¢i elemet postao 1, a
zatim ceo red mnozimo odgovaraju¢im koeficijentima i dodajemo prvom
odnosno drugom redu. Imac¢emo sledecu tabelu:

X X5 X3 X4 Xs
C B Xo 10 5 0 0 0 -1/2
10 X, 225 1 1/2 1/4 0 0 A
0 X, 550 0 3 12 1 0 &9
5 X, 150 0 1 -1/2 0 2 >
z-C 2250 0 0 572 0




Nakon ovog sredivanja treba popuniti I poslednji red na ve¢ objaSnjen nacin.
Tabela sada izgleda ovako:

X4 X5 ), € X4 X5
C B Xo 10 5 0 0 0
10 X4 150 1 0 172 0 -1
0 X4 100 0 0 172 1 -6
5 X, 150 0 | -1/2 0 2
zZ-C 2250 0 0 5/2 0 0

Prime¢ujemo da sada u poslednjem redu nema negativnih vrednosti, a promenljive

1 X, 1 X, ve¢ nalaze u bazi, pa nasa funkcija ima vrednost:
z =2250

x; =150

X, =150

To bi bilo drugo optimalno reSenje.
Dakle, najveci profit iznosi 2250 eura I da bi se to dostiglo preduzece ima 2
mogucnosti:

I.
2.

da proizvede 225 ambalaza soka od divlje kupine ili
150 ambalaza soka 1 150 ambalaZa dZzema od divlje kupine.

3.2. Zadatak 2

Preduzece proizvodi tastature 1 miSeve za racunare i njihova prodaja se odvija pod
slede¢im uslovima.
U procesu proizvodnje se angazuju radnici ¢iji ukupan broj radnih sati ne sme
pre¢i 130. Za proizvodnju tastature neophodno je 3 sata angazovanja ovih
radnika, a za proizvodnju miSeva 4 sata. U procesu proizvodnje koristi se crna
farba, tako da je za tastaturu neophodno jedno pakovanje ove farbe, a za mis 3.
NajviSe se moZe nabaviti 90 pakovanja. Prema ugovoru sa potencijalnim
kupcima, kupci su spremni da kupe najvisSe 60 proizvoda ukupno, bez obzira na
vrstu. Profit po jednoj tastaturi 1 miSu iznosi 10 1 7 eura respektivno. Potrebno je
odrediti optimalan program izrade tastature i miSeve za raCunare ako je cilj
maksimalni ukupni profit.

Resenje:
e Pazljivo citamo tekst zadatka 1 izvla¢imo relacije. Neka je x; koli¢ina

tastatura, a X, koli¢ina miseva. Dobijamo sledece relacije:




Slede¢i korak je ispisivanje kanonskog oblika ovog modela tako §to od
nejednacina pravimo jednacine. To radimo uvodenjem po jedne promenljive
(X3, X4, X5) u svakoj releciji tzv. izravnjavajuce/izjednacujuc¢e promenljive.
Podrazumevamo da su x3, X4, X5 nenegativne veli¢ine.

3*X1
I*Xl
X1

3*X1+4*X2
1#x, +3*X,
1*#x; +1%x,

<130
<90
<60

z= 10%x; +7%x,

+
+
+

4*X2
3*X2
X2

+

+
+

X3

X5

=130
=9
=60

pa funkcija cilja izgleda ovako:

Sada formiramo Simpleks tabelu na klasiCan nacin 1 odredujemo pivot

2 Zmax= 10*X; + 7*X, + 0%x3+ 0*x4+ 0%X5

kolonu 1 pivot red, pa dobijamo iz preseka pivot element.

X& Xé Xé X@ )Q
C B Xo 10 7 0 0 0
0 X3 130 3 4 1 0 0
0 X4 90 1 3 0 1 0
0 Xs 60 1 1 0 0 1
Z-C 0 -10 T -7 0 0 0

e Dobijamo da je to 3, pa sledi sredivanje tabele.

X X5 X3 X4 Xs
C B Xo 10 7 0 0 0
10 X 130/3 1 4/3 1/3 0 0
0 X4 140/3 0 5/3 -1/3 1 0
0 Xs 50/3 0 -1/3 -1/3 0 1
z-c 1300/3 |0 19/3 1/3 0 0

Prime¢ujemo da nema negativnih brojeva u poslednjem redu. Imamo nulu u koloni

X1, a poSto je x; ve¢ u bazi naSe resenje je:
Zmax=1300/3 za x,=130




3.2. Zadatak 3

U restoranu Keba Kraba sluzi se iskljuivo meduzin sok i
Kebina pljeska, a njihov tajni sastojak je meduzin sirup.
Sunder Bob, najvredniji radnik tog restorana, na
raspolaganju ima 180 teglica meduzinog sirupa. Prema
tajnom receptu, za jednu porudzbinu meduzinog soka
potrebna je 1 teglica meduzinog sirupa, a za pljesku 2
teglice. Najavljeno je da ce restoran posetiti tacno 75
musterija i da ¢e svako poruciti tacno po jednu Kebinu
pljesku ili meduzin sok (nikako oboje). Cena jedne
porudzbine meduzinog soka je 35 zlatnih novciéa, a
Kebine pljeske 55. Keba Krabi, vlasniku restorana, je cilj

maksimalna zarada tako da ¢e on zapisati model linearnog programiranja koji

odgovara zapisanom problem i resiti ga simpleks metodom.

Napomena: Sunder Bob ¢e napraviti tacno onoliko odgovaraju¢ih porudzbina
koliko mu Keba Kraba naredi, a musterije, ukoliko nestane Zeljene porudzbine,

porucuju ono Sto ima.

Keba Krabino resenje:

e PaZljivo Citamo tekst zadatka 1 izvlacimo relacije. Neka je broj napravljenih

meduzinih sokova x;, a Kebinih pljeski x,. Dobijamo slede¢ea ogranicenja:

1*x, +2*x <180
X1 +Xy =75
z= 35*x, +55*x,

e Slede¢i korak je ispisivanje knonskog oblika ovog modela tako S§to od
nejednacina pravimo jednacine. To radimo uvodenjem po jedne veStacke

promenljive (X3, X4 ) u svakoj releciji. Podrazumevamo da su x; i
nenegativne velicine.

l*Xl + 2*X2 + X3 =180
1*x, + 1*x, + + X4 =75
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pa funkcija cilja izgleda ovako:

2 Zmax= 33%X| + 55%X, + 0*x3- M*xy

Koeficijent M se dodaje uz odredjeni koeficijent u funkciji cilja kada postoje
ogranicenja u vidu jednakosti i zapisuje se sa predznakom minus kada trazimo
maksimum funkcije. (Koeficijent M se zapisuje sa predznakom plus kada trazimo
minimum funkcije). Smatramo da je koeficijent neki dovoljno veliki broj.

Sada sledi klasiCan ispis simpleks tabele kao u prethodnim zadacima. i
trazimo pivot kolonu i red i dobijamo pivot element. Dakle, pivot broj je 1,
pa odmah prelazimo na mnoZenje pivot reda odgovaraju¢im koeficijentom
(to je -2 ) 1 dodavanjem redu iznad. Promenljiva x, ¢e oti¢i u bazu i zauzeti
mesto Xy,

X1 @ X3 X,
C B Xo 3 55 0 -M
0 Xs 18— |1 2 1 0 W=
M X, « |75 1 1 0 1 /| <=
z-C -/5M -M-35 -M-55 0 0
N , k
Nakon sredivanja imamo sledeéu tabelu:
X, X, X3 X,
C B Xo 35 55 0 -M
0 X3 30 -1 0 1 -2
55 X, 75 1 1 0 1
z-C 4125 20 0 0 55+M

kada pogledamo poslednji red, vidimo da su svi koeficijenti pozitivni §to
znaci da je tu kraj zadatka:
Zmax= 4125 za X, =75

x3=30




Dakle, zarada je 4125
zlatnih novciéa ukoliko
Sunder Bob napravi 75
Kebinih pljeski i ostaée
mu 30 teglica
meduzinog sirupa
neiskoriséeno.

rbskocarstvomimz

4. Primena Simplex Metode

Simpleks algoritam, kao 1 neke njegove modifikacije, implementirani su u
programskom jeziku Visual Basic 6.0. Tako je nastao program MarPlex koji vrlo
uspeSno reSava Siroku klasu problema linearnog programiranja. MarPlex je
besplatan program i dostupan je na internetu. PoSto je implementiran u Visual
Basic-u, i koristi simpleks metod, zaostaje po pitanju brzine.

Ulazni podaci se zadaju u obliku MPS fajla. Ovaj tip fajla predstavlja standard za
zadavanje problema linearnog programiranja u vidu simpleks matrica (tablica):
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Polje: 1 2 3 4 5 6

Kolone : 2-3 5-12 15-22 25-36 40-47 50-61

NAME naziv problema

ROWS

tip ime

COLUMNS
ime ime vrednost ime vrednost
kolone vrste vrste

RHS
ime ime vrednost ime vrednost
rhs vrste vrste

RANGES
ime ime vrednost ime vrednost
oblasti vrste vrste

BOUNDS

tip ime ime

ogranicenja  kolone vrednost
ENDATA

U sekceiji ROWS (vrste), svaka vrsta mora da ima tip 1 simboli¢ko ime.

U sekciji COLUMNS (kolone) data su simbolicka imena kolona sa simbolickim
imenima vrsta i vrednostima (VALUES).

RHS je deo MPS formata koji opisuje slobodne ¢lanove nejednacina posmatranog
problema. Postoje jo§ i delovi RANGES i BOUNDS kojima se zadaje opseg
vrednosti koji moze da uzme svaka promenljiva.

Interface MarPlex-a je prilagoden korisniku i za razliku od drugih sli¢nih

programa ne opterecuje korisnika brojnim opcijama koje se mahom ne koriste.
Jedna od njegovih najvaznijih opcija je preciznost. Ona omogucava korisniku da
zada vrednost preciznosti sa kojom ¢e program raditi. Sve vrednosti koje su po
apsolutnoj vrednosti manje od zadatog broja, MarPlex Ce tretirati kao da su
jednake nuli. Na taj nain se sprecava biranje suviSe malog pivot elementa, ali
ukoliko je ova uneta vrednost prevelika, moze do¢i do pogresnih rezultata.
Sledeca opcija koju korisnik moze da izabere je da li Zeli da reSava problem
maksimizacije ili minimalizacije funkcije cilja. Takode, moZe izabrati algoritam za
nalaZzenje pocetnog bazi¢nog reSenja — Osnovni algoritam, Modifikacija ili
PoboljSana modifikacija. Opcija “Anticyclic Rule” dozvoljava korisniku izbor
anticiklicnog pravila koje ¢e se koristiti. Kod poslednje od navedenih opcija pivot
se bira na slu¢ajan nacin pri ¢emu su sve mogucnosti jednako verovatne.



Tokom rada algoritma, MarPlex omogucava pracenje nekoliko parametara samog
algoritma: trenutni 1 ukupan broj iteracija svake faze algoritma, trenutnu vrednost
funkcije cilja, kao 1 trenutni status programa.

= Marplex with Presolver Ver 1.7a E] (=] @

About
Mps File |tesling\f0rpian.mps
Choose extremal Modification
B " Maximization " Basic Algorithm
PR i W Dotin Comma ¢ Modfication
¢ Minimization
(¢ Advanced Modification
Load MPS file ‘
Free Variables Reicyctc Fivie
Before presolving: After presolving: Cinci E it € Without anticyclic e
Rows Rows ¢ Bland Rule
" Lexicographic Rule
[l el ¢ Random Choice Rule
Simplex basic not feasible
S 0 lve Number of negative bii}-s [~ Disable
Simplex Basic feasible
i I]dle Obiective function 1
Stop

Interface programa MarPlex

RevMarPlex predstavlja korigovanu verziju programa MarPlex napisanu u
programskom jeziku MATHEMATICA. Za razliku od MarPlex-a koji je
implementiran u proceduralnom programskom jeziku, odluceno je koristiti paket
MATHEMATICA prvenstveno zbog integrisanog solvera za sisteme linearnih
jednacina. KoriS¢ene su prednosti MATHEMATICA-e po pitanju ulaznih 1 izlaznih
podataka (ovde se funkcija cilja 1 ograni¢enja mogu zadati u svom prirodnom
obliku). Glavni nedostatak programa RevMarPlex je brzina rada, jer se programi
napisani u MATHEMATICA-1 izvrSavaju znatno sporije od odgovarajucih
programa u proceduralnim jezicima.

Na slede¢im slikama prikazan je kod Mathlab funkcije “nma_simplex.m” koji
implementira simpleks algoritam za reSavanje standardne forme problema
linearnog programiranja. Ova funkcija reSava problem nalaZzenjem optimalnog
reSenja, 1 kao izlaz sadrzi tablicu iz koje se direktno mogu iSc¢itati reSenja.
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E S 3

1 | function tab = nma_simplex(A,b,c,debug)

2 | %function [A,b,c]=nma_simplex(A,b,c)

3 | #This function implments the simplex matrix algorithm.

4 | %It accepts A_eq and b_eq and c as defined in standard

5 | hdocumentation and generates all the simplex tableaus, and

6 | hireturns the final tableau which the user can read from it the
7 | 4minimum value of the objective function and the optimal x vector
8 | hdirectly.

9%

10 | %It runs both phase one and phase two automatically.

1| %

12 | %4The input is

13 | %

14 |%A: This is the Ax=b matrix. This is for simplex standard

15 |% form only. The caller must convert all inequalites to

16 |% equalities first by using slack and suprluse variables. This
17 |4 is what is called the Aeq matrix in Matlab documenation.
18 |4 This function does not support Ax<b form. A has to be in
19 |4 standard form

20 | %

21 | %b: Vector. This is the right hand side of Ax=b.

22 | %

23 | ic: Vector. This is from minimize J(x) = c'x. As defined in
24 | % standard Matlab documentatiomns.

25 | %

2 | debug: flag. Set to true to see lots of internal steps.

27 | %

28 | JReturns:

2 | %

30 | #This function returns the final tableau. It has the form

a | %

2% [AlDb ]

(% [clJ ]

34 | %

35 | % Version 5/12/2016

36 |/ by Nasser M. Abbasi

37 | % Free for use.

38

30 | validate_input(A,b,c);

40

41 | [A,b] = make_phase_one(A,b,debug);

42 |tab = simplex(A,Db,c,debug, 'phase two');

43 | end

44 | % =
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45 | function [A,b] = make_phase_one(A,b,debug)

46 | [m,n] = size(A);

47 | tab = zeros(m+1,n+m+1);

48 |tab(1:m,1:n) = A;

49 [tab(end,n+1:end-1) = 1;

50 |tab(1:m,end) = B(:);

51 [tab(1:m,n+1:n+m) = eye(m);

52

53 | if debug

54 fprintf ('>>>>Current tableau [phase onel\n');

55 disp(tab);

56 | end

57

58 |[for i = 1:m %now make all entries in bottom row zero

59 tab(end,:) = tab(end,:)-tab(i,:);

60 | end

61

62 |tab = simplex(tab(1l:m,1:n+m),tab(1l:m,end),tab(end,1:n+m), ...
63 debug, 'phase one');
64 | %if tab(end,end) ~=0

65 | % error('artificial J(x) is not zero at end of phase one.');
66 | %end

67

68 |A = tab(1:m,1:n);

69 |b = tab(1:m,end);

70

71 | end

72 | % ==

73 | function tab = simplex(A,b,c,debug,phase_name)

74 | [m,n] = size(d);

75 | tab = zeros(m+1,n+1);

76 |tab(1:m,1:n) = A;

77 | tab(m+1,1:n) = c(:);

78 |tab(l:m,end) = b(:);

79

80 | keep_running = true;

81 (while keep_running

82 if debug

83 fprintf (" sskksorkorksksokdookkookkokkkokk\n ') ;

84 fprintf('Current tableau [/s] \n',phase_name);

85 disp(tab);

86 end

87

88 if any(tab(end,1:n)<0)%check if there is negative cost coeff.
89 [~,J] = min(tab(end,1:n)); %yes, find the most negative
90 % now check if corresponding column is unbounded

91 if all(tab(1:m,J)<=0)

92 error('problem unbounded. All entries <= 0 in column %d',J);
93 %do row operations to make all entries in the column 0
94 %except pivot

95 else

96 pivot_row = 0;

97 min_found = inf;

98 for i = 1:m

99 if tab(i,J)>0

100 tmp = tab(i,end)/tab(i,J);

101 if tmp < min_found

102 min_found = tmp;

103 pivot_row = i;

104 end

105 end

106 end

107 if debug

108 fprintf('pivot row is %d\n',pivot_row);

109 end
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110 Jnormalize

111 tab(pivot_row,:) = tab(pivot_row,:)/tab(pivot_row,J);

112 Jnow make all entries in J column zero.

113 for i=1:m+1

114 if i ~= pivot_row

115 tab(i,:)=tab(i,:)-sign(tab(i,l))*...

116 abs(tab(i,J))*tab(pivot_row,:);

117 end

118 end

119 end

120 if debug Yprint current basic feasible solution ‘
121 fprintf ('current basic feasible solution is\n'); |
122 disp(get_current_x()); |
123 end |
124 else

125 keep_running=false;

126 end

127 | end

128

129 %internal function, finds current basis vector

130 function current_x = get_current_x()

131 current_x = zeros(n,1);

132 for j=1:n

133 if length(find(tab(:,j)==0))==

134 idx= tab(:,j)==1;

135 current_x(j)=tab(idx,end);

136 end

137 | end

138 end

139 | end

140 | fj==========================

141 | function validate_input(A,b,c)
142 | if ~ismatrix(A)

143 error('A must be matrix');
144 | end

145
146 | if ~isvector(b)

147 error('b must be vector');
148 | end

149 | if ~isvector(c)

150 error('c must be vector');
151 | end

152

153 | [m,n]=size(A);
154 | if rank(A) <m

155 error('Rank A must be equal to number of rows in A');
156 | end
157
158 |if length(b) ~=m
159 error('b must have same size as number of rows of A');
160 | end
161 |if length(c) ~=n
162 error('c must have same size as number of columns of A');
163 | end
164 | end
1.Primer

Prodavac prodaje prstenje 1 minduse. Prsten je sacinjen od tri grama zlata 1 jednog
grama srebra. MinduSe su sainjene od jednog grama zlata 1 dva grama srebra.
Cena prstena je 4 evra, dok je cena minduSa 5 evra. Inicijalno, na raspolaganju
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prodavac ima 8 grama zlata 1 9 grama srebra. Koliko prstenja i mindusa je potrebno
napraviti da bi se najviSe zaradilo? (broj¢ane vrednosti su izmiSljene radi lakSeg
racuna.)
X;- broj prstenja;
X,- broj mindusa; (pod uslovom da su x; i X, pozitivne konstante)
f(x)- funkcija cilja;
Potrebno je sada da postavimo zadatak na ve¢ poznati nain. PoSto zelimo da
imamo najvecu vrednost ciljne funkcije, potrebno je da joj promenimo znak:

f(x)=-4x; - 5x,

3X1 + X, < 8

X; +2X,<9
Nakon dodavanja dodatnih promenljivih X31 X4 unosimo sledeci kod:

A=[3,1,1,0;

1,2,0,1]; -koeficijenti iz novodobijenih jednacina

b=[8,9]; -slobodni koeficijenti

c=[-4,-5,0,0]; -koeficijenti iz ciljne funkcije sa koeficijentima uz dodatne
promenljive

format short; - format u kom ¢e se ispisivati brojevi (4 decimale nakon
zareza)

nma_simplex(A,b,c,false) — poziv gorenavedene funkcije.
Poslednji argument funkcije je true ili false u zavisnosti od toga da li Zelimo da
vidimo postupno promene u matrici( ako izaberemo true, prakti¢no izgleda kao list
na kome bismo to radili ru¢no).

Rezultat:
1.0000 0 0.4000 -0.2000 1.4000
0 1.0000 -0.2000 0.6000 3.8000
0 0 0.6000 2.2000 24.6000

[S¢itavamo reSenje na ve¢ poznati nacin 1 vidimo da je x;=1.4 a x,=3.8 (pomocne
promenljive su iz ociglednih razloga jednake nuli). Ubacivanjem dobijenih
parametara u ciljnu funkciju, kao reSenje dobijamo f(x)=24.4 evra, Sto znaci da bi
prodavac za maksimalan profit trebalo da proda 1.4 prstena i 3.8 mindusa.

Pored navedene funkcije koja je pisana od strane korisnika, u okviru Mathlab-a
postoje unapred definisane funkcije koje uspeSno reSavaju problem linearnog
programiranja. Klikom na svaki od sledecih linkova mozete se dodatno informisati
o njthovom kori§¢enju.

x = linprog(f,A,b)

x = linprog(f,A.b,Aeq,beq)

x = linprog(f,A.,b,Aeq,beq.lb,ub)

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq.lb,ub,options)



https://www.mathworks.com/help/optim/ug/linprog.html#d120e92644
https://www.mathworks.com/help/optim/ug/linprog.html#d120e92668
https://www.mathworks.com/help/optim/ug/linprog.html#d120e92697
https://www.mathworks.com/help/optim/ug/linprog.html#d120e92742

X = linprog(problem)

[x,fval] = linprog(__ )

[x,fval,exitflag,output] = linprog(__ )
[x,fval,exitflag,output,Jambda] = linprog(__ )

Prethodni primer smo mogli da reSimo 1 preko integrisanih Mathlab funkcija za
linearno programiranje:

A=[3,1,1,0;

1,2,0,1];

b=[8,9];

c=[-4,-5,0,0];

format short;

options = optimset('LargeScale’,'off",'Simplex’,'on");

[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT]=...
linprog(c,[],[],A,b,zeros(size(c)),[],[],options)

Rezultat:

X =
1.4000
3.8000

0
0

FVAL =
-24.6000

EXITFLAG =
1

OUTPUT =
iterations: 0
algorithm: 'simplex'
cgiterations: []
message: 'Optimization terminated.'
constrviolation: 8.8818e-16
firstorderopt: 8.8818e-16

Nakon navedenih softvera zanimljivo je pomenuti i aplikaciju za telefon koja moze
da posluzi za reSavanje problema Simpleks metodom, kao 1 njenu onlajn verziju -
https://linprog.con/ .
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https://www.mathworks.com/help/optim/ug/linprog.html#d120e92777
https://www.mathworks.com/help/optim/ug/linprog.html#d120e92818
https://www.mathworks.com/help/optim/ug/linprog.html#d120e92841
https://www.mathworks.com/help/optim/ug/linprog.html#d120e92866
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.simplex.free&hl=en
https://linprog.com/
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